BCPST - LYCEE JANSON DE SAILLY

Félicitations, vous avez été accepté(e) en prépa BCPST a Janson de Sailly.

Pour préparer votre rentrée en Sup et selon les spécialités que vous avez suivies en
terminale, nous vous conseillons de bien revoir le programme de Terminale et de
Premiére. Cette année a en en effet été un peu spéciale, et nous vous proposons
quelques exercices de révisions sur lesquels vous devez vous sentir & 1’aise, pour étre
serein & la rentrée de Septembre.

D’autre part, nous attirons votre attention sur le fait que la calculatrice est in-
terdite & certains écrits et oraux du concours Agro-Veto en Mathématiques.
Elle sera donc interdite pendant la plupart des DS de mathématiques de ’année.

Tant en maths qu’en physique-chimie, il est important d’étre & ’aise en calculs.
Le calcul est un outil intermédiaire entre les premiéres lignes écrites qui ne sont
que la traduction du probléme, et la conclusion, c’est donc quelque chose de fon-
damental. Quelqu’un qui ne sait pas calculer juste a un sérieux handicap en classe
préparatoire.

On ne peut s’améliorer en calcul qu’en en faisant, et certainement pas en se conten-
tant de regarder les autres faire : ce n’est pas en regardant un champion de tennis
jouer que vous apprendrez & jouer (presque) comme lui, mais bien en vous exergant
tous les jours ... Il faut arriver en septembre en étant bien au point sur cet aspect
du programme du lycée.

Cette série d’exercices a été concue dans ce but. Il n’y a pas de mode d’emploi
type; & chacun de voir son organisation : en faire un peu tous les jours dans des
domaines variés reste ’idéal, sinon comptez une semaine a plein temps. Apprenez
sérieusement les formules qui sont proposées, et vérifiez réguliérement que vous ne
les avez pas oubliées.

Vous n’étes pas obligé(e) de tout faire mais il faut vous sentir & ’aise dans chacun
des item proposés.

Une évaluation notée sera prévue a la rentrée sur ces sujets.

1l se peut que certaines réponses soient erronées ; merci de les signaler a I’adresse amalet03@gmail.com

ou jerome.dhote@orange.fr

Révisions de Terminale a Sup : exercices de calcul

1 Pour se faire la main...
Exercice 1. Calculer de deux facons

2 4 4 2 5
A=(-2_241)—(=242_2 242
(3 5+) (3+5 )+< +3)

e en calculant d’abord chaque parenthése

e en supprimant les parenthéses et en regroupant les termes qui donnent un résultat simple

|IRéponse : voir page 13|

Exercice 2. Supprimer les parenthéses et les crochets dans les expressions suivantes (les ré-
ponses dowvent étre écrites sous forme ordonnée) :

A=((a—c)—(a—b) = ((b—c)—(a+0)
B=(a—b+c)—(2a—3b—4c)+ (b—a)

C=[12-(a—b+6)] —[15+ (b—a— 15)]

|IRéponse : voir page 13|

Exercice 3. Effectuer les opérations suivantes :

12 5,1 5 31
A=2 3 _ p=58_3 _ C=—_4 3 _
3 1 2 2
21 1-2= 542 -2
4 5 5 3

|Réponse : voir page 13|

Exercice 4. Développer et réduire les expressions suivantes :
A =5(3a® — 4b%) — [9(2a% — b3) — 2(a? — 5b°))
B =3a%(2b — 1) — [2a%(5b — 3) — 2b(3a? + 1)]

|Réponse : voir page 13|

2 Racines carrées

Exercice 5. Exprimer sans racine carrée :

V(=5)2 VB

(V3 —2)2 (3 — a)? (selon les valeurs de a)

|IRéponse : voir page 13|




Exercice 6. Ecrire aussi simplement que possible :

a= (2\/5)2 b= (2+5)?
c=B+VN2-3-V7)? d:( 2\/5)4

_(3-2Y
T\ s

[Réponse : voir page 13|

Méthode : technique de la quantité conjuguée.
Pour rendre rationnel un dénominateur, on utilise ’identité
(a—b)(a+Db) =a%—b2

1 2-vV2 2-v2 2-2

1
242 24v22-vV2  4-2 2

Ainsi :

Exercice 7. Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes :

w1 po V2+V3
V2B C1-3
_2-V3 g V21
2442 CV2+1

[Réponse : voir page 13|

3 Calculs de factorielles *

’ Pour n € N\ {0} on pose nl =1 x 2 X -+- X (n — 1) X n.Par convention 0! = 1

12! 12! 1 1

Exercice 8. Simplifier — — — - _—.
8! 310! 9! 10!

[Réponse : voir page 13|

Exercice 9. Pour n € N\ {0} et (a,b) deux réels strictement positifs, simplifier

3! 2 1 n
L= (nt3)! =t C, = Bt i O

(n+1)! (n+1)! nl Un © nlp2n

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 13|

Exercice 10. Factoriser les expressions suivantes :
1 n’+1 n 1
(n+1)! nr+1)! (+1)(n—1)
1 1 1 1
!l nam+1)!  (n+2)! (n+3)
[Réponse : voir page 13|

Ap =

B, =

4 Puissances

Pour z un réel (ou complexe) non nul et n un entier naturel non nul, par définition on a :

2" =zx---xzet 20=1
—_——

n fois

Régles de calcul : pour z,y deux réels non nuls et m,n deux entiers relatifs

2™ x 2" = 2™ et (2y)™ =™ x y™
1 _ mnl _

— =z Met — =z "

™ "

(x’rrl)n = gmn

Régle d’écriture :lorsqu’on a un produit, on n’écrit pas bx2x3xa et encore moins (bx2)x (ax3)
, méme au cours d’un calcul : on écrit directement 6ab en respectant impérativement l’ordre

alphabétique des lettres.

Exercice 11. Calculer les expressions suivantes :

A= (Tay)? B = (2a%0%)°
Ay = (32%y)? O =) x (-0
D =zy x (—;)x2 X %yQ E = (%)a2 X (—z)xy‘q’ X (—%)a%c

[Réponse : voir page 13|

Exercice 12. Simplifier :

412 3 on 2 /3\?
A= B=gga E:§(4>

oo () (2 s ()

K=@")? L="_; M=d"@")?% P=(")"
a

ol a est un réel strictement positif et » un entier naturel non nul.

[Réponse : voir page 13|




Exercice 13. (exercice fondamental)

Exprimer en fonction de e” les nombres suivants :

A=e" B=e C=6%%"1 D=e®—e®! E=¢c®+4e®
F=e"4+27"743

[Réponse : voir page 13|

5 Sommes et produits de polynémes

Soient les polynomes
Calculer le produit A.B

Meéthode : aprés avoir ordonné les polynomes, on peut disposer les calculs comme une multipli-
cation d’entiers a 1’école primaire, en réservant de ’espace pour les puissances manquantes.
A=3z>-2+5x et B=2z%—4x+3.

A= 323 +5¢  —2
B= 222 —4z 43
3.A= +9z° +15z —6
—dz.A = —122% —20z2 48z
202. A= 62° +1023 — 42

Les "polyndomes" seront définis pendant ’année, mais vous avez déja travailleé avec des
expressions polynomiales, par exemple z2—3z+1ouz—2z°+1.

Un polynoéme doit impérativement étre ordonné selon les puissances croissantes (ou décrois-
santes). Par exemple, on n’écrit jamais = — 223 + 1, mais —22° + = + 1.

Exercice 14. Réduire et ordonner les polynomes suivants :
P(z) =72% + 8z — 3 + 4z — 223 — 52 + 2
3 5 5
Q(z) = 53:2+ 1x73x2+%f 5;2+5+41"2
3 T 3
R(z) = 222 2_ o TS 2
(x) = 2" +ay+y Ty + 5 5

[Réponse : voir page 13|

Somme de polynémes

Meéthode : on considére les polynomes :

A=2—5z 443 B=—-8x+4422 46 C=-22"+3+2%+22

Pour calculer la somme A — B + C, on recopie sur 3 lignes les polynémes ordonnés, en laissant
de I’espace pour les puissances manquantes :

A = 448 —5z 42
-B = —42%2 48z —6 puis on additionne par colonnes.
C = —22% 422 42z +3

On trouve immeédiatement A — B+ C =223 — 322 + 5z — 1

Exercice 15. Former les polynémes
A+B+C A-B+C A+B-C
avec A=3z2 —4z+5 B=20°+4—5z C=3—z+ 42>

[Réponse : voir page 13|

Produit de deux polynémes a une variable

AB= 6z° —12z% +192° —242> +23z —6

Exercice 16. Effectuer les produits suivants, réduire et ordonner les résultats :
A= (425 + 7 — 22%) (2% — 22)
B = (523 — 2x)(3z — 4z2)
C = (Tz* — 222 + 422)(32% — 5)

|[Réponse : voir page 13|

6 Identités remarquables

’a2+b2+2ab:(a+b)2 a? 4+ b — 2ab = (a — b)? a? - b2 =(a—b)(a+0b)

Démontrer (et apprendre) les identités suivantes :
(a4+b+¢)? =a? + b2+ %+ 2bc + 2ca + 2ab
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b3

(z +a)(z+b) =22 + (a + b)x + ab.

Exercice 17. Démontrer que pour tous réels a, b, c on a les égalités :
(a+b)2—(a—b)?2 = 4ab
(a+b+c)(a? + b2 +c? — be — ca — ab)

S@ (b= + (e~ ) + (a— b))

a® + b + ¢ — 3abc

Exercice 18. Factoriser

A=z2—2zx+1

C =42 -4z +1
E = 428 +8x2y+4xy2

[Réponse : voir page 13|

1
B:x2+m+z
D=a%+4a+4
F=(z+y)’—a® -y’



Exercice 19. Compléter de facon a obtenir une expression de la forme (T + U)? Exercice 21. Calculer les expressions suivantes, sans vous préoccuper de leur définition :

A=224+.--416 B=z2—---4+9d2 r+1 2z —1 3z+1 z+2 4dz+3 z+1
A= + 2 — B = — -
C:4132—4ac+... D:9m2+6m+... 6 21 14 5 15 3

1 L, 2 2 L2
a(a+1) afla—1) a2-1 T 241 2a—1 4a2-1

E=a22+-..+y* F=4a’2?— .. +1 ¢=

|IRéponse : voir page 13|

|IRéponse : voir page 13|

3 . : . : 5 Afnieg - . . . . . L o ey.
Exercice 20. Simplifier les expressions suivantes, en admettant qu’elles sont définies : Exercice 22. Simplifier les expressions suivantes, sans vous préoccuper de leur définition :

_ Ta2x® —2a3b%x _ 10a2z3y?

1 4z r+3x+1 T
4% B=_222% c=-—229 _z =t =
2b2z4 3albz3 —da*z3y A 2 76 21 B 5 x2 (z+1)(z+3)
2 2 3 2 2 1 _ 2 2 _ 12
D= 217 E:173+$ ]:l‘-ﬁ;x-i- C:a bXa ab>< 3a D= 1 Xi a b
2 —z 3 —x 2 —1 a 5 a? — b2 a?—ab a2 5
|IRépomnse : voir page 13| z y
_T—-y =x+y
E_ﬁ
+
T +y T —y

|IRéponse : voir page 13|

. 2 2 2
Exercice 23. Résoudre (ECT—FS) < QCTH

Indication : voir page 12|

|IRéponse : voir page 13|

Exercice 24. Pour a,b réels et n un entier naturel non nul, factoriser

A=16a%> —8a +1 B = a* — 4a%b% + 4v*
C=0a®+8+(a+2)(2a —5) D =a%—4b?
E = 4a? + b% — 4ab F = (a+b)% —4ab

|Réponse : voir page 13|

Somme des termes d’une suite géométrique : pour g réel (ou complexe)

1_qn+1
—  si 1
l+g+¢*+ - +q" = 1—¢q “

n+1 sig=1

Exercice 25. Calculer en fonction de n
Ap=14+3+94 .. 4+3"
Bp=-14+4—-16---+ (-1)" 14"
Cn=1—d’4a*—a®+ - +(-1)"a®" (%)

Indication : voir page 12|

|IRéponse : voir page 13|




Exercice 26. Calculer A, =9+ 27+ ---+ 372 (on factorisera par 32 pour se ramener a la
formule encadrée). Calculer de méme By, = a?+at+-4a® et Cp = 3724303 4. 4 32044,

[Réponse : voir page 13|

7 Logarithmes et exponentielles

Il n’est pas question de donner ici les constructions des fonctions exponentielle et logarithme, qui
feront ’objet d’un chapitre de cours, mais seulement de rappeler les principales régles de calcul :

e | La fonction In est définie sur R et vérifie pour tous réels a et b strictement positifs :
In(ab) =Ina+1Inb et In1=0

1
dot In— =-—1Ina et In (2) =Ina—1Inb.
a b

@ Ecrire In(zy) = Inz + Iny exige d’avoir z > 0 et y > 0.

e la fonction exp est définie sur R et vérifie ’ exp (a + b) = expaexpb ‘ pour tous réels a et b.

On note usuellement | expa =e® |ou |lne=1]|

Enfin pour tout réel z strictement positif et pour tout entier relatif (et méme tout réel) o on a

exp(lnz) =z | et |lnz®=alnz

Exercice 27. Calculer les nombres suivants
1. en fonction de In2:

1.1 1.1
Inl6 In512 In0.125 —-In- —-In—- In72—2In3
8 4 4 8

2. en fonction de In2 et In3 :

1
In36 In 12 In2.25 In21+42In14 —31In0.875

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 13|

1
V241
7 25
En déduire que 6 In(3 +2v2) —4In(v2+ 1) = 5 In(v2 —1)

Exercice 28. Calculer (1+ v2)2 et

[Indication : voir page 12|

Exercice 29. Calculer y sachant que
Iny = In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) + 7In(v/2 — 1)

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 14|

Exercice 30. Simplifier

A=) (e i) pen (5 o (V)

[Réponse : voir page 14|

Exercice 31. Simplifier les nombres suivants

e31n2 ln(\/E) 6721r13 ln(e_%)

[Réponse : voir page 14|

Exercice 32. Résoudre les équations suivantes :

(@) In(—z—-5) = In(z—61)—In(z+7)
z — 61
b)) In(—z—-5) = In o

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 14|

[NE

Exercice 33. Simplifier a = 37172 b=—e"

1
c=e Inln2 d:ln(eT?>

[Réponse : voir page 14|

(1) 3 F>12 1<t (2

Exercice 34. Résoudre les inéquations suivantes :
q (3) e1+ln:r >2 e—ﬁz < \/é (4)

[Réponse : voir page 14|

8 Encadrements

Pour essayer de minimiser les erreurs de calcul, il est préférable de ne manipuler que des inégalités
< ou <.
On rappelle les régles usuelles de calcul sur les inégalités :

e addition membre & membre de deux inégalités de méme sens;

e multiplication par A > 0 des deux membres d’une inégalité sans en changer le sens (c’est
la croissance de ’application  — Az), et renversement du sens de Iinégalité si A < 0

e le passage a l'inverse renverse le sens d’une inégalité ot les deux membres sont strictement

1
positifs (c’est la décroissance de la fonction z — — sur RY)
x

e multiplication membre & membre de deux inégalités de méme sens entre nombres stricte-
ment positifs.



Exercice 35. Encadrer a+b, ab et % sachant que :

1. 3,2<a<3,3et1,6<b< 1,7
2. =3,3<a<—-3,2et1,6<b< 1,7

3. =3,3<a<—-3,2et -1,7<b< —1,6

[Réponse : voir page 14]

. 13
Exercice 36. On se fixe z € ] 25 {
Encadrer alors f(z) = 2% g(z) =2?4+2+3 h(z) = —z®+x+1 par deux méthodes différentes.

Indication : voir page 12|

. 1 2
Exercice 37. Veérifier que . pour tout réel z différent de —1.
1+x 1+xz
1 1
En déduire que pour tout réel x > —— on a : —(1—2)| <222
2 1+

Exercice 38. On fixe deux entiers naturels a et b tels que a < b et b # 0. Etablir que :
a+1

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 14]

Exercice 39. On fixe deux entiers naturels a et b supérieurs & 2; comparer les nombres

rationnels :
a+1 a—1

a
b b+1 b—1

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 14]

9 Trigonométrie

Avertissement au lecteur : toutes les formules de ce paragraphe sont a savoir sur le bout des
doigts, et pas seulement & « savoir (prétendiiment) retrouver ».

Premiére formule : | cos® +sin? = 1

Premiére série de formules (a est quelconque)E]:

cos (—a) = cosa | sin(—a) = —sina
cos (m —a) = —cosa | sin(m —a) = sina
cos (m+a) = —cosa | sin(m+ a) = —sina
™ . . s
cos(——a) = sinag | sin(—- —a) = cosa
2 2
™ . LT
cos|— +a = —sina | sin{— +a = cosa
2 2
Deuzieme série de formulesE]:
cos(a+b) = cosacosb—sinasind | cos(a —b) = cosacosb+sinasinb
sin(a+b) = sinacosb+ cosasind | sin(la—b) = sinacosb— cosasinb

Formules de duplicationE]
cos(2a) = cos?a —sin?
sin(2a) = 2cosasina

a=2cos’a—1=1—2sin’a

Valeurs remarquablesE]

T T T T
T 0 - — = - m
6 4 3 2
2 1
cosz | 1 ﬁ £ — 0o -1
2 2 2
1 2
sz |0 L Y2 V3o
2 2 2
3
tanz | O % 1 V3 X o0

X : non défini, attention !

Exercice 40. Résoudre les systémes suivants :

. V2 _ 1
(51)q S =" (52){ coST=Ty

< <27

[Réponse : voir page 14|

. 5 5
Exercice 41. En remarquant que om_r + T calculer cos —ﬂ, sin —
12 6 4 12 12

[Réponse : voir page 14|

sin2a  cos2a

Exercice 42. Simplifier — .
sin a cosa

[Réponse : voir page 14|

1. Formules & connaitre par cceur et, pour les deux premiéres colonnes, & voir sur le cercle
trigonométrique... vous trouverez sur internet

2. Formules & apprendre également...

3. Formules & apprendre également...

4. La encore, a apprendre et a placer sur un cercle trigonométrique.



. ™
Exercice 43. Calculer sin(z + Z) en fonction de sinz et cosx; en déduire la résolution des

équations sinx + cosx = 1 puis sinx + cosz = V2.

[Réponse : voir page 14]

Exercice 44. Calculer cos % en montrant qu’il est racine de Péquation 4z? = 2 + /2.

[Réponse : voir page 14|

Exercice 45. Résoudre 16sin(x + 110) > 1 d’inconnue réelle x € [—, 7.

[Réponse : voir page 14|

10 Equations polyndmiales du premier degré

Rappel :

Si a, b, c et d sont des nombres réels (ou complexes) et b et d ne sont pas nuls,

a c
alors 3 = 3 si et seulement si ad = bc

Exercice 46. Résoudre les équations suivantes

4 2c4+3 4 3 2
3xr=4(1 — =2(2 == (3 = 4
) r—3 ) x—5 3() z— V2 \/?j—r()
[Réponse : voir page 14]
Exercice 47. Résoudre les équations suivantes :
(a)5(2z —3) —4(bz —7) =19 — 2(z + 11); 0)4(z+3) —Tx + 17 = 8(5x — 3) + 166

[Réponse : voir page 14]

Exercice 48. Résoudre les équations suivantes :
(a) (z—1D(x—-2)(z—3)=0 () z*>—-3z=0
(d) 2?=381
(f)  2(Gz+1)(4x—3)Bxr—4)=0
(h (z45)(4z—1)+22-25=0
() Bz +1)(x —3)2 = 3z +1)(2z — 5)?

(c) — %xz +z=0
(e) 922 =64

(99 =z@+l)==z+1
(i) 42?2 -49=0

br —1 . S5 — 7
3z4+2 3z—1

(k)  32%-122=0 O]

[Réponse : voir page 14|

11 Trinomes réels

Soit (a,b, c) trois réels avec a # 0.

L’équation axz? + bz + ¢ = 0 admet deux racines réelles si et seulement si son discriminant

A = b% — 4dac est positif ou nul.

“b+VA  —b-VA
2a ¢ 2a

b
Dans ce cas ces racines valent , la somme des racines vaut alors S = ——
a
. c
et le produit vaut P = —.
a

b
Si le discriminant est nul, il y a alors une racine double qui vaut 5
a

Enfin, la fonction & — az? + bz + ¢ est du signe de a sauf entre les racines s’il y en a.

Exercice 49. Deémontrer les résultats ci-dessus, et faire les représentations graphiques cor-
respondant aux différents cas.

Remarque : (essayer de) ne pas passer & co6té d’éventuelles racines « évidentes » !
En effet, on a Dégalité : (z — a)(z — ) = 22 — (a + B)z + af.

Exemple d’utilisation : si 1’équation z2 — 5z + 6 = 0 admet deux solutions a et 3, alors leur
somme vaut 5 et leur produit 6.

Or6=6x1=3x2;et64+1=7Tet3+2=5.

On obtient ainsi facilement et sans calcul égalité 22 — 52 +6 = (z — 2)(z — 3) : les solutions sont
donc 2 et 3.

Exercice 50. Résoudre les équations suivantes :

a) 8z2—6x+1=0 b) 2?2 —-10x4+16=0

) 22— (V24+V8)x+4=0 d) 22— (a+2)x+2a=0
e) 22+ (1+mz+n=0 f) —a2?2+8x+6=0

g) 8z2+6x+1=0 h) —22+6x=0

i) 3z2=38 j) 16922 +13z—1=0
k) 2?4+ 4ax+3d2=0 ) —12z24+125=0

m) —6z24+T7x—1=0

[Indication : voir page 12

[Réponse : voir page 14|

Exercice 51. Apres avoir précisé 'ensemble de définition, simplifier :

222+ —6
— F =
222 —x —3 2(@) z2 4 2z

[Réponse : voir page 14|




Exercice 52. Calculer la seconde racine des équations suivantes Exercice 58. Montrer que les inéquations + < 0et 22 — 25 < 0 ont le méme ensemble

322 — 14z + 8 = 0 sachant que x = 4 convient

r+5
de solutions. Les inéquations + <0et 22— 25 < 0 ont-elles le méme ensemble de solutions ?

722 + 23z + 6 = 0 sachant que = = —3 convient T =

|IRéponse : voir page 15|

ma? 4 (2m + 1)z + 2 = 0 sachant que z = —2 convient

m+ 3 % — (m? + 5m)x + 2m? = 0 sachant que z = m convient . . . .
( ) ( ) q Exercice 59. Résoudre les inéquations suivantes :

[ndication : voir page 17] 22 —52—-7<0 (1) -2 —15>0 (2)
|[Réponse : voir page 14| —42® +3z+1<0 (3) 2% —824+9>0 (4)
(z—=3)(x—1) z2 (z—1)2
. ——=+5r < — (b —— <3(=z—-1 6
Exercice 53. Résoudre les équations suivantes : 2 tor 3 %) 2 @-1 (6
1 1 7 ) dr—3>22—-224+6 (7) (z—=3)2>(z+5)?2 (8)
O at 5 e (2) BGz-1ERz+1)=9%"-1 z24+32>0 (9) 2z —5)(z+1)>0 (10)
@) 11 (4) $2—$—172x+3 I-=z)(z-7)20 (11) (z—6)* < (z—10)(z —2) (12)
z—1 z+1 24 z+2 2-3 2z — 1
<o (13) T >0 (14)
Indication : voir page 12| T+ 2 T +m
[Réponse : voir page 14] Indication : voir page 12|

|IRéponse : voir page 15|

Exercice 54. Résoudre les inéquations suivantes
2¢ +1

1 -1 - 2 -2 < 3 3
M Bz-D-5<0 @ G-w)B+2)>0 @) =<0 12 Calculs de limites
Indication : voir page 12| Rappel.
(éponse : voir page 1] Soit f et g deux fonctions définies sur R.
Si f est une fonction bornée et si lirf g(z) =0 alors li:l;l f(x)g(x) =0
. — —
Exercice 55. Résoudre les inéquations et systémes d’inéquations suivante e o
a) 22 +1>2 —3 b) 2z—1< o2 +4 Résultats : ces résultats a savoir par ceeur permettent de lever des indéterminations
1 3 4 1 . In(z)
c) < d)y -+ >1 lim —— =0
z—1 T —2 rz x—2 z—+oo T
e) (2 =Bz +4)(z?—4x+3)>0 f) (22 —-5z+4)(z? -9z +14) <0
2 (z—3)? li f _
g) 5<a?— 14z +50 < 26 b 0< T <l e g T T
Indication : voir page 12| lim zIn(z) =0
z—0

|Répomnse : voir page 14|

Exercice 56. Résoudre équation 2% — 422 — 5 = 0. Exercice 60. Déterminer la limite en +oco des fonctions suivantes :

9 .
|IRépomnse : voir page 15| a:ze Ve b:x— z+7 c:m>—>z +5 d:zb—>smz
4x + 3 3 —1
In(Inz)

e:x—cos(z®)e™® fix— g:x— (2+sinz)z

Exercice 57. Résoudre successivement les équations suivantes
49 Indication : voir page 12|

2 —_ —_ = 2 —_ =
(Inz) Inz—42=0 (Inz) (Inz)2 1 |Réponse : voir page 15|

Une technique essentielle pour calculer une limite est de mettre en facteur le terme prépon-
|Répomnse : voir page 13| dérant.

x5 — 4zt 4+ 222 — 30
3+ 5z —4

Ezemple. Déterminer la limite en +oo de F(z) =



- . 5 . . A
Au numérateur lim z° = +oo, lim z* = 400 etc. Mais de tous les termes du numérateur
x—+00 r—r+4o0

le terme prépondérant (c’est-a-dire celui qui croit le plus vite vers +o00) est le terme en z°. En
faisant une remarque similaire pour le dénominateur, on est donc amené & écrire :
5 4 2 30
Fa) (1-2+ 25— %5)
xr =
1
B1+ 35 -4

x

d’ott lim F(x) = +oo
T—r+00

Exercice 61. Utiliser cette technique pour déterminer la limite en +oco des fonctions suivantes

z+3
o gqiz) = 5—
2z — 1
P eW=
22 -3z +1
* o=
_ z+In(x)
* 9al@) = 2z — In(z)
2e” —x
S

Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 15|

Exercice 62. Déterminer la limite en +oo des fonctions suivantes :
22+ 23 +3lnz+e?

* @)= x4+ cosz—1
= e

¢ ) T
o fa(x)= %

o f3(@) = e’ —1

26 + 2e® + /2
. fG(x) _ 673\/5+171r1(12+1)+cosw
o f7(z) =vVz(VT +1-+7)
o fs(z)=In(e*® +1) -2z
[Indication : voir page 12|

[Réponse : voir page 15|

13 Dérivées

Pour u et v deux fonctions dérivables :

Fonction Dérivée Observations
U+ v u + v
Au Y A est un réel
uv w’ +u'v
u™ avec n € Z nu™ o w ne s’annule passin € Z_
p
1 u’ ,
— -— u ne s’annule pas!
u u
u v’ — uv ,
— 3 v ne s’annule pas!
v v
T+ e T+ e
1
In T —
x
fog=f(9) flogxg bien justifier la dérivabilité de la composée...
f/
In|f| 7 f ne s’annule pas
u® avec a € R* au® T/ u>0
1
V- — /- est définie sur R et dérivable sur R
2,/
sin cos
cos —sin
2 1
tan 1+ tan“ = —
cos

Ezxzemple : dériver la fonction F : x +— o — 1.

e la fonction g : # — z — 1 est définie et dérivable sur ]1,4o0[ et pour tout = > 1 on a

r—1>0.
e la fonction f :y > /y est dérivable sur R%

Donc F : z — f(g(z)) est dérivable sur |1, 4+o00[ comme composée et pour = €]1,+oo[ on a

1

F(@) = f(9(2) x ¢'@) = 57—

Exercice 63. Justifier la dérivabilité et calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1 1 1 1
fix— — fix— — fiax— — fix— —
T x2 x3 4
1 1 1 1
CT —— T T T ———
! 1—z ! (1—=x)2 f (1—=x)3 ! (1—2)4
oo from ——— fiom 0 fize —
Tz T T T
2z + 1 (22 +1)2 2z +1)3 2z +1)4
lisant la formule donnant la dérivée de u® et pas celle de la dérivée de —.
u

[Réponse : voir page 15|

etc. en uti-



Exercice 64. Justifier la dérivabilité et calculer la dérivée des les fonctions suivantes ; mettre

le résultat sous une forme propice a une éventuelle étude de signe

iz (@ —1)3

farx = (z—1)(x—2)
322 — 2z +1
—x+2

ga:x—>\Vx2 -2z +5

hs : z — In(5z — 1)

-1
h7:x>—>1n(x )
r+1

uy:x—xlnr —x

g1 :xT

1
U7 1T TeT

[Réponse : voir page 15|

f2 iz (22 —1)3
x+1
5. >
f5 P
’_)x2721+3
T ————
92 2 -+ 2
gs:x— Va2 +1
he : x — In(z® + 1)
hg :xz+— Inlnx
ug i x> 37
e’ +1
us @ T —r
et —1

us

sz In(e?® —e® 4 1)

fa:x— 32 —6x+1
33—z
24 x

g3:x+—V2xr—3

f6:x>—>

2
ug @ e® ~rtl

ug : T s eI

Uug 1 = ———
1+e 7

14 Primitives

Pour u et v deux fonctions continues donc admettant des primitives U et V on a :

Fonction Primitives Observations
U+ v U+ V 4 cte
Au AU + cte A est un réel
1
uu avec n € Z\ {—1} ?u’”l + cte u ne s’annule pas sin € Z_
n

/
u
— In |u| + cte cas précédent pour n = —1 u ne s’annule pas
u

T+ e’ x +— e® + cte
T — In +cte sur RY
T
flogxyg fog+cte
fl
= In|f| + cte f ne s’annule pas
f
u®u’ avec a # —1 — w4 cte u>0
a+1
sin — cos +-cte
cos sin +cte
1+ tan? = tan 4-cte

cos?

ou cte désigne une constante arbitraire réelle.

. 1
Exercice 65. Déterminer 'ensemble des primitives de  — — sur R*.
x

[Indication : voir page 12

[Réponse : voir page 15|

Remarque : tous les calculs suivants relévent d’une stricte application du formulaire ci-dessus .

Exercice 66. Calculer les primitives des fonctions suivantes, puis dériver le résultat obtenu

pour controler la réponse.

iz 2t — 35213 4+ 1421t — 328 + 202* + 5623 + 5122 + 18z + 1

1

firx— — forxs
T

g1:T > gz T —
1—x

hlzitb—> h2:Zl—>
2¢ +1

[Réponse : voir page 15|

Exercice 67. Calculer une primitive des fonctions suivantes puis dériver le résultat obtenu

10

1 1
; fg:xHE f4:$0—>;

1 1 1
(1-x)? g3:zH(1—x)3 g4:x'_>(1—az)4
1 1 1
—_— h3iz— — hiz— —
(2z+1)2 ° (2z+1)3 (2z + 1)



1 1

2 3
e)r — (z° —1) f)zb—>x—2—ﬁ gr— VT +1
T+1 9 5 T
k D w2 -1 =
)z . )x z(x ) m)z @12
n)a:»—>L 0)$>—>L )& — s
z—3 (z2 +z +3)2 P 3 —1
q)x s e2® )T — e
5e® + 1 vE
t)x — tanw u)x — ze®” V)T 87
x
1
y)T — o z)x — —VeT

[Indication : voir page 12|

|Réponse : voir page 15|

Exercice 68. Calculer les intégrales suivantes

20d 1 10—2d
I = / @ Iy = /eitht I3 = / ap
v 2p
10 0 10—5

|Réponse : voir page 15|

1
—5z+— bz z(2z?+1)* )z — (z—1)3
x

11



Indication de lfexercice 9]: pour C, : rappels de cours sur les puissances dans le paragraphe 4.

Indication de lfexercice 23|: développer puis factoriser...
Indication de l]exercice 25|: identifier soigneusement la raison avant d’appliquer une formule :
e calculer — B,

e pour Cp, la raison se voit

Indication de lfexercice 27: 0.125 = 2~

Indication de llexercice 28| :
fonction de In(1 4+ v/2).

Indication de lfexercice 29|: se reporter a I’exercice ci-dessus pour simplifier la somme.
Indication de lfexercice 32|: attention a ’ensemble de définition de ces deux équations...

Indication de lfexercice 36|: On utilisera d’abord les régles de calcul usuelles sur les inégalités;
puis on pourra étudier rapidement les fonctions f, g, h pour conclure.

Indication de lfexercice 38|: Inutile de calculer les différences...

Indication de ljexercice 39|: On supposera a < b, puis a > b, puis a = b
Indication de llexercice 50| : Pour les équations b)c)d)e)h)k) chercher d’abord des racines
évidentes en utilisant la somme et le produit...

Indication de l{exercice 52|: Inutile de calculer le discriminant, utiliser plutot les relations entre
coefficients et racines. D’autre part, faire attention aux valeurs particuliéres de m.
Indication de lfexercice 53|: Pas besoin de discriminant pour les équations (2), (3), (4)

Indication de ljexercice 54] : Ne pas hésiter a tracer 1'allure du graphe des deux premiéres
fonctions ...

Indication de lfexercice 55l:
e pour ¢) etc. :

ne pas oublier la « quantité conjuguée », et tout exprimer en

réduire au méme dénominateur ;
e pour g) : on a en fait a traiter un systéme de deux inéquations

Indication de llexercice 59|: pour (6) et (8), surtout ne pas développer! Pour (7) et (9), pas de
A. Pour (10),(11), on dispose déja des racines. Ne pas oublier de discuter en fonction de m pour

(14).
Indication de lfexercice 60]:
e pour a, comparer x et \/r au voisinage de +oco
e pour b, ¢ factoriser numérateur et dénominateur
e pour d, e utiliser le résultat encadré
e pour f penser a la limite d’une composée...
e pour g minorer...
Indication de ljexercice 61]: Factoriser par
e retx
o 22 et 22
o e” et e”
Indication de ljexercice 62]: Factoriser par
o 23 et z* pour f1
e zlnz pour fa

o e et 22913 pour f3

1
e écrire In(1+ ) =In(z) + In(1+ —)
z

12

e factoriser par e pour f5

e déterminer la limite de « ce qui est dans I’exponentielle » puis conclure en utilisant la limite
d’une composée

e quantité conjuguée...
e factoriser ¢2* dans le logarithme
Indication de l{exercice 65|: Ne pas chercher midi & quatorze heures...

Indication de llexercice 67]: b)c)l)m)o)s)d) : déterminer une constante X telle que la fonction
& intégrer soit de la forme Au'u"

g):ﬁ:x%
/

u
k)déterminer une constante A telle que la fonction & intégrer soit de la forme A—
u

u)v) : de la forme u'e*



Réponse de 1:
32
A

15

Réponse de 1:

A=a+c B = —2a+3b+ 5¢ C=6
Réponse de lF:

2 155
A=— B=— C=_-=

3 6 284

Réponse de l— :
A=-21b%—a B = 2a%b + 3a% + 2b

Réponse de llexercice 5|:
5 V3-1 2-V3

Réponse de llexercice 6]:

a=20 b=9+4V5

Réponse de llexercice 7]:
1
~(V2+V3) b= _5(3+x/§+\/§+¢6)

Réponse de llexercice §|:

12 x 11 x 10 x 9 22

Réponse de llexercice 9|:

Ap=(n+2)(n+3) Bn=

Réponse de llexercice 10]:

3 —al
c=12V7 d=12

= %(4-2&—2x/§+x/6)

8!10

(n+1)!

Réponse de 1:

A = 3432343 Ay = 9zty?

Réponse de llexercice 12]:
1 2n—
2 3" 23 28

K=a?" L[=a"
Réponse de 1:
A= (e®)k B:—I C=e?x(e")? D=(1—-¢e)e"
e
(e®)2 4 3e® + 2 _ (e* +1)(e* +2)
x - eac

Réponse de |EXErEicE T

P(z) =5z + Tz — 1
Q(z) =17/12z + 5

R(z) =

E—e+ s F =

—ay+y?

3

Réponse de llexercice 15|:
A+B+C=92>-10z+12 A—B+C=5z>+4

A+B-C=2>—-8z+6

4.2

—ﬁazy

d=3-2V2

3

13

Réponse de l:
A =428 6 7 — 14z B

— 1025 + 427 + 7z —202° + 152% + 823 — 622
C = 212°% — 62° — 23z* + 1023 — 2022
Réponse de l{exercice 18]:
1
=(z—1)2 B:(m+5)2 C=(2z—-1)? D = (a+2)?
E = 4z(z + y)? F =3zy(z +y)
Réponse de |[Exereice 19]:
A=2g? +8x+16—(az+4)2 B = z? — 6ax + 942 = (z — 3a)?

C =4z — 4z +1= (22 —1)* D =922 46z + 1= (3z+ 1)?

E=22+2zy° +9y* = (e +4%)? F =422 —daz +1 = (2az — 1)?
Réponse de IExereice 20)-
7 a’x 2 b 5y
B=—-— C=-—-=
T2 3 x2 2 a2
D=-"2 E=—"
1711 z—1
=%
z—1
Réponse de l:
2 1
A=1/7e B=-2/52—-2/15C == D=
a 2a+1
Réponse de lfexercice 22]:
2 1 —b
A= p=l  o=3.0
3(xz—1) 5z 5 a+b
4
:7a+b B_1
5 a3
Réponse de IExercica 29

Toujours vrai! On obtient en effet (z — 5)2 > 0

Réponse de | :

A= (4a—1) B = (a? — 2b?)?
C=(a—-1)(a+2)(a+1) D= (a—2b)(a+2b)
= (2a — b)? F = (a—b)?
Reéponse de |Exereice 25
2n+1 _ —4 n+1 _ 1
A, =2 B, - YT -1
2 5
C. = 1+(71)na2n+2
" 1+ a2
Réponse de lfexercice 26]:

9 3n+2 3n+3 -1
Ap=-(3""1 -1 Cn= i )
2 2

a2n
B, =a? 5 sia#1, nsia=1
a2 —

Réponse de |fexereice 27]:

1
1. 4In2 9In2 —3In2 51112 3In2



2. 2In2+2In3 —In3—-2In2 2In3—-2In2 In3+11ln2
Réponse de 1:
on trouve y = 174 12v2
Réponse de 1: A=B=0

Réponse de 1:
1 1
8

2 9 2

Réponse de |fexercice 37):

dans les deux cas, si x est solution de ’équation considérée, alors z vérifie 22 4+ 13z — 26 = 0. Ce

. . —13 — /273 —13 + /273
trinéme admet deux racines réelles : 11 = ———— et T2 = + Or —x1 —5>0c¢t
—x2 — 5 < 0, donc le premier membre de ces deux équations n’est pas défini en x2 et x; est la

seule solution possible pour les deux équations. Pour le second membre, on a :

— 61 < 0 donc la premiére équation n’admet aucune solution et la seconde en admet une seule,
A savoir 7.

Réponse de 1:
3

a=—- b=-2 ¢c=— d=-17
2 In2
Réponse de 1:
In12+5
(1) x}% cel0,1] (2

2

1
3 2> 22-5 (@)

e
Réponse de llexercice 35|:

3,2 a 3,3
1. 4,8 b<5 512<ab<56l =<
<atoh< << 1755 156
3,3 3,2
2. —1,7<a+b< -1, —56l<ab< 512 — 22 <%
L6 b 17
3,3

3,2
3. —5<a+b<—4,8 512<ab<5,61 22<2<
L7516

1 1
Réponse de llexercice 38|: 0 < b< b+ 1 donc —— < — etc.
b+1 " b
. . . a— a a+1
Réponse de llexercice 39|: Si a < b alors —
b— b b+1

Réponse de llexercice 40]:
5 2
(S1)z = Iﬂ ouz= Iﬂ (So)z = g

Réponse de 1:

5w V2 . om V2
osﬁzj(ﬁfl) 51nE:T(\/§+1)

Réponse de 1:
in2 2
Smea cosca poura%{kg;kEZ}

sina cosa cosa

Réponse de 1:

. . 7T LT
sinz 4+ cosz = 1 <= sin(z + Z) = sin —,

d’oit les solutions S = {2km; k € Z} U {g T o%kmk e Z}.

Pour la seconde équation, on trouve S = {g + 2km; k € Z}

Réponse de l: Comme Yz € R, cos(2z) = 2 cos?(x)—1, on obtient Vz € R, cos?(z) =

2 1
cos(2z) + 1 et donc 2 cos?(m/8) = cos(w/4)+1 = v/2/2+41. Ainsi 4 cos?(7/8) = v/2+42. On résout
cette équation et on trouve deux solutions qui sont \/ \[ \/ , or cos(w/8) > 0
d (7/8) ! + !
onc cos(m/8) = 4/ = + ——.
2 2V2

Réponse de lfexercice 45|: [r/15,117/15] U [~ 147 /15, —47 /15]
Réponse de l:

4 29 3v3+2v2
125(1) z=5(2) 1275(3) m:f@)

Réponse de lm a)2; (b) — 113/43;
Réponse de l{exercice 48]: (a){1,2,3}; (b){0,3}; (c){0,5/3}; (d){—9,9};
(e){—8/3,8/3}; (f){0,3/4,4/3, —1/5} (=11} (h){-5,6/5};

({7/2,-7/2}; (){—-1/3,8/3,2}; (k){0,2, =2}; ({5}
Reponse de lfexercice 50]:

a) b) 8,2

c) \/57\/§ d) a,2

e) —1,—m f) 4++22

S S £
g 773 9 = oy
—-1+£+vV5
R) 0,6 y Ve
) 7) %6
k) —3a,—a 1) x::l:§ 5
2V 3
1
m) —,1
Attention! Pas de calcul de discriminant pour h), i) et 1)!
4 2z — 3
Réponse de llexercice 51|: Fi(z) = 5 T Fg( )= i
x — x

Réponse de lfexercice 52|:
2 2

3 7
Attention, si m = 0, ce n’est pas une équation du second degré!
1

Si m # 0 alors 'autre racine est ——

Si m # —3 alors on trouve

+3

Réponse de l:
10

(1) 775 (2) 077
(3) z==47 (4) -—1,-7

Réponse de llexercice 54:
1 5 1
1 —5 2 -3; = 3 —_:5
()xe]?’,[ ()xe] ,2[ ()xE{Q,{



Réponse de 1:

a toujours vrai b)  toujours vrai
1 7T—V17 7T+ V17
¢) ]7,1[u]2,+oo[ 4 o, LT g, 4 VT
2 2 2
e) }700,1[U]1’3[U]4a +OO[ ) [172] U [477]
g) [2,5]1U[9,12] h) ]1, +oof
Réponse de lfexercice 56]:
On trouve 2 racines réelles : +v/5.
Réponse de l{exercice 57]:
Pour la premiére : Inz = —6 ou 7
d’ott 2 = e~ % ou e”. Pour la seconde : In? z = 7, x= eVTouz=e V7

Réponse de llexercice 58§]|:

Le signe d’un produit est le méme que celui d’un quotient !
Pour la deuxiéme question, la réponse est non, —5 convient dans un cas et pas dans ’autre.

Réponse de llexercice 59|:

]4g[<n ] - 00, —3[UJ5, +o0  (2)

L«m—lwn+w[<m 9,1 (4)
976\/§0ux —-94+6v2 (5) 11,70 (6)

O |- o0, —1[ (8)

] = 00, ~3[U]0, +00[  (9) }cwqu2+m[(m)

1,71 (11) (12)

| — o0, —2[U]2/3,+00[ (13)

1
— o0, 5] U [m, +oo[ pour ’équation (14) (autre cas analogue)

Réponse de l{exercice 60]:
1

07 21070701 07 +o0

Réponse de |[Exereice 61]:

Sim > 5 alors on trouve ]

-150;5-1; l; 2
2
Réponse d(i 1 :
0,1, 400,1, 5,—&—00, 5,0
Réponse de llexercice 63|:
x»—>—i2 T —— m»—>—3xi4 x»—>—4—5
1 2 3 4
RRCEE @07 Tt T oy
P S 4+ __ 6 __ 8
(2z + 1)2 (2z + 1)3 (2z + 1)4 (2z + 1)5

Réponse de 1:

15

a3 —1)2 15 x e 6x(2® —1)2

2
LT 2r —3 i ———
fa fs (@ +3)
= 2—dz+1 = 2_2z-1
T —3——m— T
o (;10—12)2 2 (z2 —x+2)?
O L G
Va2 -2z +5 (z2+1)
5
hL :x
5 5r —1
h »—>¥ hg x> !
(x—=1)(x+1) zlnz
ul iz Ing uh : x> 3e32
u) : x> coseSin T uf T =2 e
4 5 (61—1)2
1 2217 T
ué:x»—)e%(lff) ug x> 2e °
T e 41

Réponse de lfexercice 65: z — In|z|
Réponse de l:

A une constante additive prés, on trouve :

5 7
@y g7 2514 6112

1 11
fi1:z— In|z| foixr— —— fs: x>—>75—2
T
1
rx— —In|l— X — : X ——
g1:x n|l— z g2 :x 21 g3 x> 2<1 71 ga:T
1 1 1
hi:z— -In|22+1] ho:z— —= h3 1z — hg:x—
! " | R 220 4+1  ° 4(2:r+1) *
Réponse de l: A une constante additive prés :
4 5 1 1
a)r s —ad — Zx? — = b)x — %(2332—&—1)5 o)z — —(x—1)*
z
1 P
e)x»—>7x7—gz5+x3—a: fz——= -2z g)a:»—>7x%+z
x
1 1 1
k)z — = 1In|z? + 2z Dz — =(z2-1)8 m)x
Jo o 2 Infa? 4+ 2a] e Gt R R T e
o > In [z — 3 FEpu— Jo s S nfe® — 1]
n)z — In|z — o) — ————— z+— —In|z® —
1 21213 7
q)a:l—>§e% r)x — —In(5e” +1) s)z — 8( +e2z)
t)x — —In|cos z| u)x — Ze®” v)z > 2eV?
21
YT = — = —5 z2)x = —2Ve®
xr2
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